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TALLER DE SECUENCIAS CON GEOGEBRA

José Mufioz Santonja, Instituto de GeoGebra de Andalucia
Mariano Real Pérez, Instituto de GeoGebra de Extremadura

¢, Qué es unalista en GeoGebra?

En GeoGebra, usando llaves pueden crearse listas que incluyan varios objetos, como puntos,
segmentos, circunferencias... y aguellos elementos que se quieran. Algunos ejemplo serian:

G ={A, B, C} establece una lista de tres elementos definidos previamente A, B, y C.

Un ejemplo préctico seria:
L ={(1, 2, 0), (3, 7, 8), (3, 4, 5)} produce una lista de los puntos ingresados sin nominar.

Ademéds, GeoGebra nos permite seleccionar un elemento concreto de una lista previamente
creada.

El comando Secuencia tiene el siguiente formato:

Secuencia[ <Expresion>, <Variable>, <Valor Inicial>, <Valor Final>, <Incremento> ]
Siendo:

<Expresion> Una expresion, formula, etc.

<Variable> Es una variable que aparece en la expresion.

<Valor Inicial>y <Valor Final> es el intervalo en el que se movera la variable, siendo <Valor
Inicial> el primer valor que tomara.

<Incremento> es cOmo se ira incrementando la variable en el intervalo anterior.

A lo largo de las siguientes actividades observaremos como podemos utilizar este comando en
nuestras construcciones con GeoGebra.
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ACTIVIDAD NUMERO 1

Titulo de la actividad: | Construccién de una parabola

Enunciado de la actividad

Queremos dibujar varios puntos de la parabola y=x* en el intervalo [0,10]

Pasos gue se seguiran con GeoGebra

En este caso, en la ventana de entrada de GeoGebra basta escribir:

Secuencia((i, i*2), i, 0, 10, 0.5)

Posibles ampliaciones

Algunas posibles ampliaciones son:

.- Se pueden dibujar varios puntos de una gréfica cualquiera.

.- Podemos colocar deslizadores para indicar el intervalo en el que se movera la variable
.- Ademas, podemos colocar un deslizador para indicar el incremento.

Guarda el archivo generado con el nombre parabola.ggb

Como hemos visto en la actividad anterior, una lista puede estar compuesta no solamente por
nameros, sino por todo tipo de objetos que permita GeoGebra. En concreto, puede estar
constituida por palabras o frases. Veamos una actividad muy simple para comprobar como
podemos seleccionar un elemento de una lista. Para ello se utiliza la orden:

Elemento({lista),{(numero(posicién)))

Con ella se toma el elemento que esta en la posicion indicada por el nimero, dentro de la lista
nombrada al principio.
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ACTIVIDAD NUMERO 2

Titulo de la actividad: \ Construccion aleatoria de poligonos regulares

Enunciado de la actividad

Queremos realizar una construccién, en la que se dibujara aleatoriamente un poligono regular y
se complementara con el nombre de ese poligono.

OCTOGONO

Nuevo poligono

Pasos que se seguiran con GeoGebra

Los pasos a seguir en la construccion son los siguientes:
1.- Primero se crea una lista con los nombres de los poligonos desde tres lados hasta 10.

nombres = {"TRIANGULO", "CUADRADO", "PENTAGONO", "HEXAGONO", "HEPTAGONO",
"OCTOGONOQ", "ENEAGONO", "DECAGONO"}

2.- Se define ahora un nimero que se generara aleatoriamente entre 3 y 10.
nl=AleatorioEntre(3, 10)

3.- Se dibujan dos puntos cualesquiera Ay B en la ventana gréfica y se dibuja un poligono regular
sobre ellos con la orden:

Poligono(nombres,nl-2)
4.- Para colocar el nombre del poligono usamos la orden:
Texto(Elemento(nombres, nl-2))

5.- Para hacer que el poligono cambie aleatoriamente, podemos afiadir un botén incluyendo, en
guién (script) el comando: ActualizaConstruccion()

Guarda el archivo generado con el nombre poligonos_regulares.ggb

Posibles ampliaciones

NOMBRE DEL POLIGONO Prueba otra vez
Se puede ampliar la actividad, quitando que
aparezca el nombre y afiadiendo una casilla de
entrada en la que el alumno debe escribir el
nombre que tiene el poligono que le ha
aparecido. Tras incluir el nombre le aparece un
mensaje si ha sido correcto o no.

La version anterior seria para Primaria, pero se
puede hacer una igual para secundaria creando
una lista con funciones y pidiendo que el alumno
reconozca el tipo de funcién que puede ser: afin,
lineal, cuadrética, hiperbdlica, exponencial, etc.

ESCRIBE EL NOMBRE
EN MAYUSCULA SIN
OLVIDAR LA TILDE

Nuevo

Guarda el archivo generado con el nombre poligonos_regulares2.ggb
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ACTIVIDAD NUMERO 3

Titulo de la actividad: | Generar una sucesién

Enunciado de la actividad

Queremos generar los primeros términos de una sucesion aleatoria cuyo término general tenga la
forma x’ con x e y nimero enteros, estando y entre 2y 8

Calcula el téermino general de la siguiente sucesion:

{1,32, 243, 1024, 3125}

Nueva sucesion

Pasos que se seguiran con GeoGebra

Los pasos a seguir en la construccion son los siguientes:

1.- Se define ahora un nimero que se generara aleatoriamente entre 1y 20.
n=AleatorioEntre(1, 15)

2.- Se define ahora un nimero que se generara aleatoriamente entre 3y 9.
nterminos=AleatorioEntre(3, 9)

3.- Se define ahora un nimero que se generara aleatoriamente entre 2 y 8.
exponente=AleatorioEntre(2, 8)

4.- Se introduce la secuencia:

Secuencia((n+i)*exponente, i, 0, nterminos, 1)

5.- Ahora se coloca el texto: “Calcula el término general de la siguiente sucesion:”
6.- Posteriormente se introduce un nuevo texto en el que solamente aparezca la lista generada.

7.- Para hacer que se generen aleatoriamente nuevas sucesiones, podemos afiadir un boton
incluyendo, en guion (script) el comando: ActualizaConstruccién()

Guarda la construccion con el nombre sucesién.ggb
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ACTIVIDAD NUMERO 4

Titulo de la actividad: | Dividir un segmento en n partes iguales

Enunciado de la actividad

Para esta actividad vamos a generar una construccioén en la que observemos la division de un
segmento cualquiera en tantas partes como deseemos, indicando estas partes a través de un

deslizador.

Pasos que se seguiran con GeoGebra

Los pasos a seguir en la construccion son los siguientes:

.- Genera un deslizador n que tome valores enteros entre 1y 100.
.- Coloca dos puntos Ay B.

.- Genera el vector u=Vector(A, B)

.- Genera el segmento AB

.- Indicamos que no se visualice el vector u

.- En la barra de entradas introducimos el comando Secuencia(A+i/n*u, i, 0, n, 1)

.- Ahora podemos hacer variar el valor de n utilizando el deslizador y observamos como divide al

segmento en n partes iguales.

Guarda la actividad con el nombre segmento.ggb
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Para la siguiente actividad vamos a utilizar la orden Rota. El funcionamiento de esta orden es el
siguiente:

Rota(A,ang,0)

Con ella se rota el punto A un angulo ang, respecto a un punto O.

ACTIVIDAD NUMERO 5

Titulo de la actividad: | Aproximacién de poligono a circunferencia (PROFUNDIZACION)

Enunciado de la actividad

Comprueba, utilizando GeoGebra, que si
inscribimos un poligono regular en una
circunferencia se cumple que:

.- Si aumentamos el numero de lados del
poligono, el &rea del mismo se aproxima al area
del circulo determinado por la circunferencia.

.- Si aumentamos el numero de lados del
poligono, el perimetro del mismo se aproxima al
perimetro de la circunferencia.

En la construccion realizada debe aparecer la
circunferencia y el poligono inscrito en cada
momento, asi como los valores del area y
perimetro de la circunferencia y el poligono en
cada momento.

NOTA: Recuerda realizar la circunferencia de
radio variable para poder utilizar distintas circunferencias.

Pasos gque se seguiran con GeoGebra

Para realizar esta construccion con GeoGebra te proponemos seguir los siguientes pasos:
1.- Crea un deslizador r que pueda tomar cualquier valor positivo menor que. Sera el radio de la
circunferencia.

2.- Crea un deslizador n que tome un valor entero entre 3 y 200. Sera el nimero de lados del
poligono.

3.- Por comodidad, vamos a colocar como centro de la circunferencia el punto O=(0,0).
4.- Trazamos la circunferencia ¢ de centro O y radio r
5.- Seleccionamos un punto A cualquiera que esté en la circunferencia.

6.- En la ventana de entrada introducimos el comando V=Secuencia(Rota(A,i*2*Pi/n,0),i,0,n,1)
gue marcard en la circunferencia los vértices de nuestro poligono.

7.- Trazamos el poligono introduciendo el siguiente comando en GeoGebra: P=Poligono(V)
8.- Calculamos el area del circulo con el siguiente comando a=Pi*r"2

9.- Calculamos la longitud de la circunferencia L=Perimetro(c)

10.- Calculamos el perimetro del poligono: LP=Perimetro(P)

11.- Introducimos los textos correspondientes en GeoGebra para observar el valor de los cuatro
datos.

Guarda la actividad con el nombre poligono_inscrito.ggb
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Como hemos visto en la actividad anterior, podemos generar una lista utilizando dentro otra orden.
En aquél caso la orden Rota. Ahora la vamos a utilizar también en la siguiente actividad.
Para la misma también vamos a utilizar otra orden que podemos aplicar sobre una lista:

Longitud({lista))

Con ella obtenemos el nimero de elementos que hay en la lista.

ACTIVIDAD NUMERO 6

Titulo de la actividad: | Generacién de una Cardioide como envolvente

Enunciado de la actividad

Generar la curva cardioide como envolvente de las
circunferencias que tienen centro en una misma
circunferencia base y que pasan por un punto comun de
esa circunferencia base.

—_—

Pasos gue se seguiran con GeoGebra

Para realizar esta construccién con GeoGebra te proponemos seguir los siguientes pasos:

1.- Crea un deslizador r que pueda tomar cualquier valor positivo menor que 10. Sera el radio de
la circunferencia base.

2.- Crea un deslizador n que tome un valor entero entre 3 y 200. Sera el nimero de elementos
gue determinaran la envolvente.

3.- Por comodidad, vamos a colocar como centro de la circunferencia el punto O=(0,0).
4.- Trazamos la circunferencia ¢ de centro O y radio r
5.- Seleccionamos un punto A cualquiera que esté en la circunferencia.

6.- En la ventana de entrada introducimos el comando V=Secuencia(Rota(A,i*2*Pi/n,0),i,0,n,1)
gue marcara en la circunferencia los vértices de nuestro poligono.

7.- Trazamos la circunferencia que tienen como centro cada uno de los puntos de la secuencia

anterior y que pasa por el punto A:
trazacircunferencia=Secuencia(Circunferencia(Elemento(V, k), A), k, 1, Longitud(V))

Guarda la construccion con el nombre cardioide.ggb
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ACTIVIDAD NUMERO 7 (PROFUNDIZACION)

Titulo de la actividad: | Generacién de una parabola como envolvente

Enunciado de la actividad

Obtener una pardbola como
envolvente de sus tangentes. Para
ello, utilizar la definicion de pardbola
como el lugar geométrico de los
puntos que equidistan de una recta
y de un punto fijo llamado foco.

Pasos gue se seguiran con GeoGebra

Para realizar esta construccion con GeoGebra te proponemos seguir los siguientes pasos:

1.- Crea un deslizador r que pueda tomar cualquier valor positivo menor que 20. Serd la
desviacion que pongamos de los puntos en la recta respecto a la vertical desde el foco.

2.- Crea un deslizador n que tome un valor entero entre 3 y 500. Sera el numero de elementos
gue determinaran la envolvente.

3.- Por comodidad, vamos a colocar como rectat el eje de abcisas.
4- Por comodidad, vamos a colocar el punto F (foco) como un punto del eje de ordenadas.

5.- En la ventana de entrada introducimos el comando P=Secuencia((-r,0)+2*r*i/n*(1,0), i, 0, n)
gue marcara los n puntos en el intervalo (-r,r).

6.- En la ventana de entrada introducimos el comando M=Secuencia(PuntoMedio(F,
Elemento(P, k)), k, 1, n + 1) que marcara los puntos medios entre el foco y cada punto de la
recta t.

7.- En la ventana de entrada introducimos el comando h=Secuencia(Segmento(F, Elemento(P,
2)), z, 1, n + 1) que marcaré el segmento que une el foco con cada punto de la recta t.

8.- En la ventana de entrada introducimos el comando
s=Secuencia(Perpendicular(Elemento(M, w), Elemento(h, w)), w, 1, n + 1) que marcara cada
una de las rectas que buscamos.

9.- Dejamos no visible las listas M, Py h

Guarda la construccion como envolvente.ggb
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ACTIVIDAD NUMERO 8

Titulo de la actividad: | Ejemplo de orden Ejecuta

Enunciado de la actividad

Crea una construccion de GeoGebra en la que aparezcan tres
puntos A, By C.

Posteriormente, introduce la lista: L = {"A=(1,1)", "B=(3,3)",
"C=Midpoint[A,B]"}

Crea un botén con la imagen que aparece a la derecha u otra
parecida, de forma que al pulsarlo se ejecute L.

Comprueba el efecto causado.

Pasos que se seguiran con GeoGebra

Para realizar esta construccion con GeoGebra te proponemos seguir los siguientes pasos:
1.- En la ventana de entrada escribimos L = {"A=(1,1)", "B=(3,3)", "C=Midpoint[A,B]"}
2.- Colocamos la imagen en la pantalla de GeoGebra.

3.- Aparecen dos puntos sobre los que se apoya. Se llaman Ay B

4.- Vamos a las propiedades del botdn y en el "Programa de guion (scripting)”, en la parte de "Al
hacer clic" escribimos Ejecuta(L)

5.- Introduce el texto "Pulsa sobre el botén"
6.- Para finalizar, pulsamos sobre el boton y observamos el efecto

Guarda la construccion con el nombre ejecuta.ggb
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ACTIVIDAD NUMERO 9

Titulo de la actividad: | Sucesién de Fibonacci con secuencias dependientes

Enunciado de la actividad

Con la misma orden Ejecuta, vamos a poder crear secuencias dependientes.
Un ejemplo claro seria la generacion de la sucesion de Fibonacci. En este
caso nos proponemos obtener los k primeros términos de la sucesion de
Fibonacci.

Pasos que se seguiran con GeoGebra

Para realizar esta construccion con GeoGebra te proponemos seguir los siguientes pasos:

1.- Crea un deslizador k que tome valores enteros entre 1y 30

2.- En la ventana de GeoGebra crea un boton y denominalo "Ejecuta”.

3.- Vamos a las propiedades del botén y en el "Programa de guion (scripting)", en la parte de "Al
hacer clic" escribimos

Ejecuta[Secuencia["f_{"+g+"}=0",g,1,32]]

Ejecuta[Encadena[{"f {1}=1","f {2}=1"},
Secuencia["f_{"+(n+2)+"}=f_{"+(n+1)+"}+f _{"+n+"}", n, 1, K]]]

4.- Para finalizar, seleccionamos el valor k que consideremos, pulsamos sobre el boton y
observamos el efecto.

Guarda la construccion con el nombre fibonacci.ggb.

En la siguiente actividad vamos a tener que elegir elementos, de una forma aleatoria, de una lista
formada por listas. Hay dos métodos para conseguir seleccionar esos elementos:

Uno seria elegir un elemento aleatorio dentro de la lista, que saldria una lista en si, y dentro de
ella elegir un elemento aleatorio. Esto se haria con la orden:

ElementoAleatorio(ElementoAleatorio(lista))
Otra opcion es utilizar la orden
Elemento(lista, indice 1, indice 2)

Esta orden funciona, eligiendo dentro las listas que forman la lista original, segun el valor indicado
en el primer indice, y dentro de ella, el elemento correspondiente al segundo indice. Esta opcion
es la que hemos utilizado en la construccion.
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ACTIVIDAD NUMERO 10

Titulo de la actividad: | Poligonos aleatorios en una trama

Enunciado de la actividad

Vamaos a construir una trama de puntos, con la orden secuencia, y generar aleatoriamente cinco
de ellos para que el alumno dibuje poligonos sobre esos puntos.

Nueva actividad

e © © © © © o © o o o Borra poligono

Pasos gue se seguiran con GeoGebra

Para construir la trama basta utilizar una secuencia doble. Utilizamos la orden:
puntos=Secuencia(Secuencia((p,q), p, 0, 10), q, 0, 10)

Esta orden nos da una lista formada por 11 listas, cada una de ellas con 11 puntos. Tenemos que
elegir, aleatoriamente, cinco puntos. Para ello, tenemos que elegir aleatoriamente la lista de las
11 posibles, y dentro de ella el punto de los 11 disponibles. Utilizamos la siguiente orden:

vértices=Secuencia(Elemento(puntos,AleatorioEntre(1, 11),AleatorioEntre(1, 11)),i,1,5)
Que repite cinco veces el elegir una lista de las que forman puntos y dentro de ella un punto.

A continuacion podemos afiadir dos botones, uno que elimine el poligono que va a dibujar el
alumno. Basta afiadir como guiones la orden Elimina[A] y hacer lo mismo para los cinco puntos
gue se forman al dibujar el poligono, es decir hasta Elimina[E].

Podemos construir otro botén con las mismas érdenes anteriores y ademas la de actualizar
construccién, para que genere un nuevo problema.

Actividades arealizar por el alumno

Una vez que tengamos la trama, el alumno debe dibujar un poligono que una los puntos y
contestar a una serie de preguntas como las siguientes:

e ¢ Es un poligono convexo o concavo?
¢, Cuantos lados tiene? (la aleatoriedad puede hacer que se repita algin punto o que
salgan puntos alineados, con lo que se pierden lados).

e Calcula el &rea del poligono dibujado.
¢ Es posible hacer varios poligonos? ¢ Cual seria el de mayor area?

e (Cudl es el perimetro del poligono?

Guarda la construccion con el nombre poligono_aleatorio.ggb.
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ACTIVIDAD NUMERO 11

Titulo de la actividad: | Desarrollo del Binomio de Newton

Enunciado de la actividad

g . . . . 3
Vamos a utilizar las listas para conseguir el desarrollo del binomio (x2 + x) . Para ello vamos a
crear los elementos correspondientes a su desarrollo, es decir los monomios de la forma

3, L\t )
t (X ) X ypOSterlormente sumarlos.

Pasos gue se seguiran con GeoGebra

Basta escribir la orden:
términos=Secuencia(NiameroCombinatorio(3, t)*(x"2)"(3-t)*x"t, t, 0, 3)

Una vez obtenidos los sumandos del desarrollo, basta sumarlos con la orden, previamente es
conveniente ocultar las gréficas dibujadas:

f(x)=Suma(términos)

Como los términos quedan un poco expandidos, lo mejor es efectuar las operaciones
correspondientes, para ello basta simplificar la expresién obtenida.

Simplifica(f(x))
Guarda la construccion con el nombre binomio_newton.ggb.
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ACTIVIDAD NUMERO 12

Titulo de la actividad: | Raices de un niimero complejo

Enunciado de la actividad

Calcula la raiz n-ésima de un complejo que introduzcas en
la ventana de GeoGebra.

Guarda el archivo generado con el nombre complejo.ggb

Pasos gue se seguiran con GeoGebra

Pasos en la construccion:
Para hacerlo, sigue los siguientes puntos paso a paso:

1.- Inserta un deslizador n que tome valores enteros entre 1y 100. Determinara las raices n-
ésimas que se desean calcular

2.- Inserta un deslizador a que tome valores enteros entre -1000 y 1000. Determinara el valor de
la parte real del complejo.

3.- Inserta un deslizador b que tome valores enteros entre -1000 y 1000. Determinara el valor de
la parte imaginaria del complejo.

4.- Introduce la casilla de entrada ¢ que tome valores para a. Para ello: CasillaEntrada(a)
5.- Introduce la casilla de entrada d que tome valores para b. Para ello: CasillaEntrada(b)
6.- Introduce en la barra de comandos h=a+ b i

7.- Introduce en la barra de comandos modulo=Longitud(h)

8.- Introduce en la barra de comandos m=modulo”(1/n)

9.- Introduce en la barra de comandos
raices=Secuencia((m*cos((a+2*k*1r)/n), m*sen((a+2*k*m)/n), k, 0, n - 1, 1)

10.-Crea un texto en el que aparezca "raices"

11.- Retdcalo graficamente para que quede con colores adecuados.

Guarda el archivo generado con el nombre complejo.ggb
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ACTIVIDAD NUMERO 13

Titulo de la actividad: | Lista de ntimeros primos

Enunciado de la actividad

El propdésito de esta actividad es obtener los nimeros primos existentes entre dos nimeros dados

n=203
m=g804
e

Existen 94 primos entre 203 y 804 que son:
{199,211, 223,227,229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 313, 317, 331, 337}
{347,349, 353, 359, 367, 373, 379, 383, 380, 397, 401, 409, 419, 421, 431,433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467, 479}

{487, 491, 499, 503, 508, 521, 523, 541, 547, 557, 563, 569, 571, 577, 587, 593, 589, 601, 607, 613, 617, 619, 631}

{641,643, 647, 653, 650, 661, 673, 677, 683, 691, 701, 709, 719, 727, 733, 739, 743, 751, 757, 761, 769, 773, 787, 797}

5
]

Pasos que se seguiran con GeoGebra

Para hacerlo, sigue los siguientes puntos paso a paso:

1.- Inserta un deslizador n que tome valores enteros entre 3 y 5000.

2.- Inserta un deslizador m que tome valores enteros entre n+1 y 5000.
3.- Crea la siguiente secuencia r=Secuencia(PrimoAnterior(t), t, n, m, 1)
4.- Introduce en la barra de comandos p=Unico(r)

5.- Ahora vamos a prepararlo para que en la pantalla aparezca el mayor nimero de primos
posible

6.- Introduce en la barra de comandos I=Longitud(p)

7.- Introduce en la barra de comandos 11=1/4 - parteFraccionaria(l/4)

8.- Introduce en la barra de comandos 12=2*/4 - parteFraccionaria(2*1/4)

9.- Introduce en la barra de comandos 13=3*/4 - parteFraccionaria(3*1/4)
10.-Introduce en la barra de comandos r1=Secuencia(Elemento(p, q), q, 1, 11, 1)
11.-Introduce en la barra de comandos r2=Secuencia(Elemento(p, q), q, 11+1, 12, 1)
12.-Introduce en la barra de comandos r3=Secuencia(Elemento(p, q), q, 12+1, I3, 1)
13.-Introduce en la barra de comandos r3=Secuencia(Elemento(p, q), q, 13+1,1, 1)
14.- Coloca en la pantalla el texto "Existen [l] primos entre [n] y [m] que son:"

15.- Debajo coloca las listas r1, r2, r3yr4

16.- Retdcalo graficamente para que quede con colores adecuados.

Guarda el archivo generado con el nombre lista_primos.ggb
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ACTIVIDAD NUMERO 14 (PROFUNDIZACION)

Titulo de la actividad: | Visualizar los mdltiplos comunes

Enunciado de la actividad

Dados dos numeros n y m, representa visualmente los multiplos comunes y obtén en esa
representacion el minimo comun multiplo.

m=12 cantidad = 28
A — —
n=7 cantidad = 26
v v
EEETFVEVAEEFF TRV TETITE RS EET LRV ETR VAT VR XVE HYS VI N A A W W A A N A N A
0 50 100 150 200 260 300 350
rFy
MCM=84

Pasos que se seguiran con GeoGebra

Para hacerlo, sigue los siguientes puntos paso a paso:

1.- Oculta el Eje Y y modifica la escala del eje X para que abarque mas nameros. Para ello, clic
derecho sobre la Vista grafica, desmarca la casilla Muestra de la ficha Eje Y.
En la ficha Basico, modifica los valores minimo y maximo del Eje X. coloca de 0 a 300

2.- Inserta dos deslizadores para controlar los valores de cada uno de los dos naturales (m y n)
cuyos multiplos queremos visualizar:

3.- Inserta otros dos deslizadores que controlaran el numero de multiplos visibles de my de n.
Llama a estos deslizadores, que variaran entre 1y 50, cantidad_m y cantidad_n

4.- Calculemos las dos listas de multiplos. Para ello teclea en el Campo de Entradas: listal=
Secuencia[m*i,i,1,cantidad_m] y luego comprueba cémo al variar los valores de m y cantidad_m,
mediante los deslizadores correspondientes, se actualizan (en la Vista algebraica) los multiplos de
m.

5.- Repitamos el proceso para obtener una segunda lista2= Secuencia[n*i,i,1,cantidad_n] de
los primeros multiplos de n.

6.- Creamos una tercera lista con los multiplos comunes. Para ello teclea en el Campo de
Entradas: lista3= Interseccion[listal,lista2]

7.- Tras comprobar como al cambiar los valores de m y n, se actualizan los valores de las listas
creadas, vamos a visualizarlas sobre la pantalla grafica en forma de puntos sobre el eje de
abcisas. Para ello visualizaremos esas listas de nUmeros como puntos sobre el eje horizontal y
personalizaremos sus estilos para diferenciarlos claramente.
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8.- Teclea en el Campo de Entradas: listad= Secuencia[(Elemento[listal,i],0),i,1,cantidad_m].
Luego edita sus propiedades aumentando su tamario y eligiendo un estilo diferente.

9.- Repite el proceso para la lista de multiplos de n:
listab=Secuencia[(Elemento[lista2,k],0),k,1,cantidad_n]. Luego edita sus propiedades
aumentando su tamario y eligiendo un estilo diferente.

10.- Senalaremos los multiplos comunes mediante unas flechitas hacia abajo (en realidad puntos
con ese estilo). Para ello teclea en el Campo de Entradas:
comunes=Secuencia[(Elemento[lista3,i],0.5),i,1,Longitud[lista3]]. Luego edita sus propiedades
para que esos puntos aparezcan como flechitas para abajo.

11.- En la ventana de entrada colocamos G=Minimo(lista3)

12.- Representaremos ahora el minimo comun mdaltiplo mediante un punto bajo el eje de abscisas.
Para ello teclea en el Campo de Entradas: MCM=(G,-0.5). Luego edita sus propiedades para que,
ademaés de visualizarlo como un triangulito-flecha hacia arriba, oculta el nombre.

13.- Para dejarlo bonito, ponemos un punto oculto B=(G, -0.9)

14.- Apoyado en ese punto, introducimos el texto MCM=[G]

15.- Retécalo graficamente para que quede con colores adecuados.

Guarda el archivo generado con el nombre multiplos.ggb

La siguiente actividad estd tomada de un taller del grupo Xeodin.

ACTIVIDAD NUMERO 15

Titulo de la actividad: | Suma de una progresioén aritmética

Enunciado de la actividad

Con esta actividad se pretende visualizar la suma de los términos de una progresion aritmética.
Esa progresion se va a presentar como una serie de rectangulos de altura constante y amplitud
correspondiente a la progresion. Esos rectangulos formaran como una escalera, que al girarla
veremos como se forma un rectangulo que sera el doble de la suma.

suma =10 d=2

a;=4 n=
¢« —e e .

a,=4 a,=4+(10-1):2=22

a,g*3;ag+3, g+ 3. <26

n-(an + a1 _10-(22 + 4)
Nepmbatan=— o = S e Bl
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Pasos que se seguiran con GeoGebra

Comenzamos creando tres deslizadores: a_1y d, ambos entre 1y 5, y un tercer deslizador n
entre 1y 10. Todos con incremento la unidad, para trabajar con nimeros naturales. Los
colocamos en la parte superior de la ventana, alineados.

Situamos un punto A en la parte superior derecha de la ventana, debajo de los deslizadores. Se
incluyen ahora los puntos B=A+(0,-1) y C=B+(1,0).

Estos tres puntos nos darén el vértice para construir los rectangulos. Debes ocultarlos pues solo
nos serviran de referencia.

Debemos construir ahora la lista de rectdngulos a partir de esos puntos. Para ello debes copiar la
siguiente orden.

L1 = Secuencia(Poligono(A+(i-1)(B-A),A+i(B-A),A+i(B-A)+((@1+(i-1)d)(C-B),
A+(i-1)(B-A)+(a_1+(i-1)d)(C-B)),i,1,n)

Con esto ya tenemos dibujada la escalera de los términos de la progresion. Vamos a ampliarla
colocandole junto a cada rectangulo el valor de la progresion. Para ello, introducimos dos nuevas
Ordenes:

prog = Secuencia(a_1+(t-1)d,t, 1, n)
text = Secuencia(Texto(Elemento(prog, t), PuntoMedio(A, B) - (1, 0.25) - (t - 1) (0, 1)), t, 1, n)

Ahora viene la parte visual para observar la suma de los términos de la progresion. En primer
lugar necesitamos su término final que lo conseguimos con la orden:

an=al+(n-1l)d

Construimos ahora un nuevo nimero que sera el opuesto de A en la construccién escalonada.
Igual que los anteriores lo ocultamos.

D=A+(a_1+a_n,-n)

Y el punto que nos va a servir para girar la estructura seré:

M=(A+D)/2

Se construye un nuevo deslizador o, de tipo angulo variando desde 0° a 180°. En propiedades, le
afadimos como rétulo suma y hacemos visible en la etiqueta el rétulo.

Rotamos los puntos A, B y C respecto a M un angulo igual a o. Todos los puntos nuevos deben
ser ocultados.

La siguiente orden sera la misma que hicimos antes para crear los rectangulos, pero
particularizada ahora para los nuevos puntos.

L2 = Secuencia(Poligono(A'+ (i-1) (B'-A"),A'+i(B'-A"),A'+i(B'-A)+(a_ 1+ (i- 1)
d(C-B)A+(-1)B-AY+(@1+(@(-1)d)(C-B"Y),i,1,n)
Para que quede mas visual, vamos a utilizar colores dindmicos para la lista que movemos. Para
ello elegimos la lista L2 y en el apartado de propiedades, dentro de la pestafia Avanzado
colocamos los siguientes valores:
Basico | Color | Estilo| Avanzado | p

Condicién para mostrar el objeto

a=0

Colores dinamicos

Red: cos(a)
Green: cos(a/2)

Blue: cos(a/2)
NnAanidAad-

Si ahora movemos el deslizador suma podemos ver como se visualiza la suma doble de los
términos de la progresion.
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Guarda el archivo generado con el nombre progresién_aritmetica.ggb

Bastaria completar la construccion afiadiendo una serie de textos que den mas informacion sobre
los valores manejados en la presentacion.

A veces, la orden secuencia no nos permite obtener facilmente la sucesion que queremos. Esto
ocurre, por ejemplo, con las sucesiones recurrentes. No es posible conseguir una sucesién, como
la de Fibonacci, si no conocemos la expresion del término general.

Vamos a ver que es muy facil trabajar con la hoja de calculo de GeoGebray conseguir una lista de
una serie de elementos. Para ello, una vez que tengamos seleccionados los elementos basta
pulsar en el icono de la barra de herramientas y seleccionar Lista.

& Cdf] x

¥ Vista Gré (1 7} |ista
{ses} Lista de puntos

; ‘21 Matriz

[ﬁ Tabla

UH:; Poligonal

€7 Lista . -

.

Nombre
fibo|
Opciones

© Objetos dependientes

Orden por fila v

© Objetos libres

Vista previa

lista, ={1,1,2,3,5,8,

< »

\ Crear H Cancela

Al construir la lista podemos escoger que sea dependiente o libre. Si elegimos la primera opcion,
cualquier cambio que hagamos en la hoja de céalculo se actualizara en la lista.
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Para la siguiente actividad vamos a necesitar tomar los primeros términos de una lista, para ello
usaremos la orden:

Primero(lista, niumero)
Con ella se toman los primeros elementos, hasta el de lugar n, de la lista citada.

ACTIVIDAD NUMERO 16

Titulo de la actividad: | Sucesi6n de Fibonacci.

Enunciado de la actividad

Vamos a construir la sucesiéon de Fibonacci y a comprobar, que a medida que avanzamos en la
sucesion, el cociente entre dos términos consecutivos se acerca al numero de oro.

v Vista Grafica (X] | ¥ Hoja de calcu
" SN c|E

Il B
n=19 1 1
& 2 1
» . . 3 2
Sucesion de Fibonacci 4 3
5 5
{1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181} | o 8
7 13
% = 1.6180340557 : :‘
10| 55
1 89

Pasos gue se seguiran con GeoGebra

Abrimos la hoja de célculo y escribimos 1 en las casillas A1y A2. En la casilla A3 escribimos la
expresion =A1+A2. Una vez introducida, seleccionamos la celda y la arrastramos hasta la casilla
A50.

Pulsando en el icono de lista, tras haber seleccionado la columna A, convertimos el contenido de
la columna en una lista que llamaremos fibo.

En la ventana grafica creamos un deslizador n con valores desde 5 a 50 e incremento de 1.
Creamos una lista de texto, para presentar en la ventana la sucesion. Utilizamos el comando:

textol = Texto(Primero(fibo, n))

Creamos un nuevo texto para que aparezca el nombre de la sucesion y otro para el calculo del
cociente. Creamos dos nuevos objetos

tn=Elemento(fibo,n)

tn_1=Elemento(fibo,n-1)

Para el célculo, escogemos en el texto la opcidn de férmula Latex y escribimos la orden:
\frac{f_ {n}H{f {n-1}}=tn/tn_1

Hay que recordar que n, n-1, tn y tn_1 hay que elegirlos entre los objetos ya definidos.

Guarda el archivo generado con el nombre fibonacci2.ggb
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Como ampliacién del ejercicio anterior vamos a proponer estudiar la Sucesion de Lucas, que es
también una sucesién recurrente en la que el término cero vale 2, el primero 1, y los restantes se
obtienen como en Fibonacci, sumando los dos anteriores.

ACTIVIDAD NUMERO 17 DE AMPLIACION

Titulo de la actividad: | Sucesiones de Fibonacci y Lucas

Enunciado de la actividad

Construye las sucesiones de Fibonacci y de Lucas, sabiendo que:

fo=0; fi=1; fu= fu-1+ fazparan=2
l0:2; l1:1; ln: ln_1+ln_2pa7'an22

Una vez construidas las dos sucesiones, comprueba que se verifican las siguientes igualdades:

a) ln= fp-1+ furaparan=1
b) ln= fasz + fn2paran =2
C) fon= fon-lyparan=>1

A la hora de manejar las sucesiones, ten presente que el primer término sera el correspondiente
subcero de la sucesién. Si no tienes esto en cuenta, tendrés problemas con el apartado c. Otra
opcion es considerar que Fibonacci comienza con 1, 1 y que Lucas comienza con 1, 3.

n=10
*

Sucesion de Fibonacci
{0,1,1, 2, 3, 5, 8 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 15¢

Sucesion de Lucas
{2,1,3,4,7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, 1364, 2:

Propiedades

a)lyy=fuu+fo — 123=89+34=123

b) lin=f12— fs — 123 =144 — 21 =123
¢) f2o= fio:lio — 6765 =155 - 123 =6765
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ACTIVIDAD NUMERO 18

Titulo de la actividad: | Lanzamiento de un dado

Enunciado de la actividad

Vamos a simular el lanzamiento de un dado y a estudiar las frecuencias relativas de los distintos
resultados, mediante un gréfico de barras. Asi visualizaremos la Ley de los Grandes Numeros.

0.3 n=200
®

0.25

0.2

0.1

0.05

Pasos gque se seguiran con GeoGebra

Creamos un deslizador n con valores desde 10 hasta 1000 y con incremento 10.
Generamos una lista llamada tirada con mil nimeros elegidos aleatoriamente entre 1y 6.

Generamos dos nuevas listas con las frecuencias absolutas y relativas de los primeros n
nameros de la lista:

FreAbs=Frecuencia(Primero(tirada,n))
FreRel=Secuencia(Elemento(FreAbs,t)/n,t,1,6)

El siguiente paso es crear el diagrama de barras, con la orden:
Barras({1,2,3,4,5,6},FreRel)

Para completar la construccién bastaria sefialar con un segmento la frecuencia relativa tedrica,
gue sabemos que en un dado de seis caras es 1/6.

Segmento((0,1/6),(7,1/6))

Basta aumentar el deslizador para ver como las frecuencias se van acercando al valor tedrico.

Guarda el archivo generado con el nombre fibonacci_lucas.ggb

Taller de Secuencias. VI Dia nacional de GeoGebra. Albacete 2018 Pagina 21




ACTIVIDAD NUMERO 19

Titulo de la actividad: | Fractal de Sierpinski

Enunciado de la actividad

Utilizando listas es muy facil generar un fractal. Vamos a hacerlo en la ventana 3D generando la
piramide de Sierpinski.

Pasos gque se seguiran con GeoGebra

Comenzamos dibujando un tetraedro, para ello vamos a dibujar dos puntos cualesquiera y el
triangulo equilatero sobre ellos. Para después construir el primer tetraedro.

A=(-5,-5,-4)

B=(-4,-5,-4)

Poligono(A,B,3,EjeZ)

T1=Tetraedro(A,B,C) (suponemos que C es el tercer angulo creado por la orden anterior)

El siguiente paso es construir una lista de vectores que nos van a indicar las direcciones en que
vamos a trasladar las listas de tetraedros.

LisVec={Vector(A,A), Vector(A,B), Vector(A,C), Vector(A,D)}

Aunque el primer vector nos va a repetir la lista anterior, lo ponemos para no tener que afadir
una iteracion del fractal a la siguiente. Es posible hacerlo, pero crea objetos mas grandes y al
final bloquea la construccion.

A partir de aqui, es repetir la orden siguiente las veces que queramos:
T2=Secuencia(Traslada(T1,Elemento(LisVec,i)),i,1,4)
T3=Secuencia(Traslada(T2,2 Elemento(LisVec,i)),i,1,4)
T4=Secuencia(Traslada(T3,4 Elemento(LisVec,i)),i,1,4)

Y asi sucesivamente, sélo hay que ir multiplicando, en cada iteracion, los vectores
desplazamiento por la siguiente potencia de 2: 8, 16, ...

Guarda el archivo generado con el nombre sierpinski.ggb
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En la siguiente actividad vamos a visualizar, en la ventana 3D, los puntos correspondientes a las
tablas de multiplicar. Seria posible hacerlo directamente con listas, pero es mas facil hacerlo
directamente con la hoja de célculo.

ACTIVIDAD NUMERO 20

Titulo de la actividad: | Tabla de multiplicar.

Enunciado de la actividad

Dibujar los puntos de la forma (a, b, a-b) con a 'y b cambiando
desde -5 hasta 5. Unir los puntos extremos mediante lineas para
visualizar la multiplicacién graficamente.

Pasos gue se seguiran con GeoGebra

Antes de comenzar es conveniente seleccionar en Opciones el Etiquetado y seleccionar que no
se ponga a ningun objeto nuevo.

Abre la ventana 3D y la hoja de célculo. En la casilla B1 introduce el nimero 5y en C1 el 4.
Selecciona los dos y arrastra hasta L. Obtendras los valores desde 5 hasta -5. Haz lo mismo en
la primera columna, escribiendo en A2 5, en A3 4 y arrastrando hasta la fila 12.

En la casilla B2 introduce la expresion =($A$2, B1, $A$2 B1) y arrastra la celda hasta L2. Haz lo
en las restantes filas, fijando en cada caso la casilla correspondiente a la columna con la fila en
que te encuentres. Es decir, en B3 debes escribir =($A$3, B1, $A$3 B1) y asi hasta la fila 12.

En la casilla B13 se incluye la orden =Segmento(B2, B12) y se arrastra la orden hasta la casilla
L13. De manera analoga, en M2 se incluye la orden =Segmento(B2, L2), y luego se arrastra la
celda hasta la casilla M12.

Nos aparecera en la ventana 3D una superficie reglada donde los puntos son las
representaciones de los productos de los nimeros desde -5 hasta 5.

Si queremos completar la actividad con la vista de la superficie, basta incluir, en la ventana 3D, la
orden

Superficie(a, b,ab, a,-7,7,b,-7,7)
Asi obtendremaos, sobre las lineas anteriores, la superficie parabdlica.

Guarda el archivo generado con el nombre multiplicar.ggb
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ACTIVIDAD NUMERO 20 (PROFUNDIZACION)

Titulo de la actividad: | Probabilidad en triangulo.

Enunciado de la actividad

°  En un triangulo cualquiera seleccionamos
un punto al azar en cada uno de sus lados.
¢ Qué probabilidad existe de que el &rea del
tridngulo dibujado sea inferior 1/i parte del
area del triangulo inicial?

Realiza una construccion con GeoGebra en
la que se aproxime esa probabilidad.
Seleccionaientre 1y 10

Pasos que se seguiran con GeoGebra

Ahora toca pensar....

1.- Crea un deslizador n que tome valores entre 1 y 2000. Indicara el nimero de veces que
realizaremos el experimento de coger un triAngulo que tenga cada uno de sus vértices en cada
lado del triangulo inicial.

2.- Crea un deslizador i que tome valores enteros entre 1y 10

3.- Crea la secuencia a=Secuencia((random() t) / t, t, 1, n). Es una lista de n nUmeros aleatorios
entre 0y 1.

4.- Crea la secuencia b=Secuencia((random() t) / t, t, 1, n). Es una lista de n nUmeros aleatorios
entreOy 1.

5.- Crea la secuencia c=Secuencia((random() t) / t, t, 1, n). Es una lista de n nUmeros aleatorios
entreOy 1.

6.- Marca en la ventana grafica tres puntos A, B y C. Seran los vértices del triangulo original
7.- Introduce en la ventana de comandos ab=Vector(A, B)

8.- Introduce en la ventana de comandos ac=Vector(A, C)

9.- Introduce en la ventana de comandos bc=Vector(B, C)

10.- Introduce en la ventana de comandos L=Secuencia(B + Elemento(c, s) bc, s, 1, n)
11- Introduce en la ventana de comandos M=Secuencia(A + Elemento(a, k) ab, k, 1, n)
12.- Introduce en la ventana de comandos N=Secuencia(A + Elemento(b, h) ac, h, 1, n)

13.- Introduce en la ventana de comandos p=Poligono(A, B, C). Representa el triangulo
principal.

14.- Introduce en la ventana de comandos qg=Secuencia(Poligono(Elemento(M, w),
Elemento(N, w), Elemento(L, w)), w, 1, n). Dibuja cada uno de los triAngulos que tienen un
vértice aleatorio en cada lado del anterior.

15.- Introduce en la ventana de comandos Ar=Secuencia((1 /i p - Elemento(q, o))/ abs(1/ip -
Elemento(q, 0)), 0, 1, n) Con esto obtenemos el valor 1 si el area del triangulo aleatorio es
menor que 1/i del area del tridngulo principal y obtenemos el valor -1 si el area del triAngulo
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aleatorio es mayor que 1/i del area del triangulo principal

16.- Introduce en la ventana de comandos Br=Secuencia(Maximo(0, Elemento(Ar, j)), j, 1, n)
Con esto obtenemos el valor 1 si el area del triangulo aleatorio es menor que 1/i del area del
triangulo principal y obtenemos el valor 0 si el area del triangulo aleatorio es mayor que 1/i del
area del triangulo principal.

17.- Introduce en la ventana de comandos Tot=Suma(Br) esto nos suma todos los valores de la
lista generada en el punto anterior, por lo que obtenemos el nimero de triangulos aletorios que
cumplen que el area del triangulo aleatorio es menor que 1/i del area del triangulo principal.

18.- Introduce en la ventana de comandos d=Tot/n

19.- En la ventana gréfica introduce el texto "Dado un triangulo cualquiera, si se selecciona un
punto al azar de cada uno de sus lados, la probabilidad de que el area del triangulo delimitado
por estos tres vértices sea inferior a 1/[i] del area del triAngulo inicial es [d]. Utilizamos [n]
iteraciones

20.- Retdcalo graficamente para colocarle los colores y posiciones que consideres necesarios.
Quita la visibilidad de ejes y cuadricula.

Guarda el archivo generado con el nombre triangulos.ggb

Ampliacion de la construccion con GeoGebra

En un cuadrilatero cualquiera seleccionamos un punto al azar en cada uno de sus lados y
dibujamos un nuevo cuadrilatero que tenga por vértices esos puntos. ¢,Qué probabilidad existe de
gue el area del cuadrilatero dibujado sea inferior 1/i parte del area del cuadrilatero inicial?

Realiza una construcciéon con GeoGebra en la que se aproxime esa probabilidad. Selecciona i
entre 1y 10

Guarda el archivo generado con el nombre cuadrilatero.ggb

n=:501

L

Dado un cuadrilatero cualquiera, si se selecciona un punto al azar de cada uno de sus lados,
la probabilidad de que el area del cudrilatero delimitado por estos cuatro vértices sea inferior
a 1/2 del area del cuadrilatero inicial es 0.52. Utilizamos 501 iteraciones
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