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xiste una gran cantidad de paginas web que nos ofrecen
herramientas concretas para poder utilizarlas directamente
en el aula de matemaéticas, pero también podemos localizar
webs que ofrecen un auténtico arsenal de recursos que nos
pueden ser ttiles para los distintos niveles educativos. De
entre esas ultimas, vamos a destacar en este nuimero de
SUMA la web cuya direccién es
www.ematematicas.net

En la imagen 1 podemos observar la web.

Como vemos, encontramos gran cantidad de recursos, ejerci-
cios y actividades que podemos utilizar en nuestra clase.
Estdn pensados para secundaria, como el que podemos obser-
var en la imagen 2 para la parabola.

Segun se aprecia en la pagina, los ejercicios estan clasificados
atendiendo a los distintos cursos de la ESO y bachillerato. La
web nos presenta multiples actividades interactivas clasifica-
das, pero aqui no radica el mayor potencial de esta web que
estd pensada para la utilizacién directa en el aula. Como
podemos contemplar en la parte superior izquierda de la pagi-
na, se permite que los visitantes se puedan dar de alta en el
portal como usuario o como profesor.

Si un usuario se da de alta como profesor, se le ofrece la posi-
bilidad, una vez que entra, de dar de alta en el portal a sus

alumnos. Asi, podra asignarles ejercicios de los que se
encuentran recogidos en la web para que los vayan realizan-
do, permitiendo hacer un seguimiento individualizado de
cada uno de los alumnos.

El portal disefiado por el profesor Miguel Pino ofrece una
gran cantidad de posibilidades y recursos que podemos utili-
zar en los distintos cursos de secundaria.

Calculo simbélico I1I: Ejemplos con Wxmaxima

El contenido de esta seccidn en los dos ndmeros anteriores de
SUMA ha girado alrededor del funcionamiento de Maxima y
de la aplicacion complementaria Wxmaxima. Ahora nos plan-
teamos mostrar algin ejemplo en el que podamos observar la
utilizaciéon de esta potente herramienta. Para ello hemos
seleccionado dos ejercicios, uno del bloque de dlgebra y otro
del bloque de andlisis que vamos a resolver paso a paso con
Wxmaxima.

Mariano Real Pérez
CEP de Sevilla

matemastic@revistasuma.es
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3 Para comenzar deberiamos tener la matriz de los coeficientes
i y la matriz ampliada de dicho sistema.
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Lo primero que vamos a hacer en Wxmaxima es introducir la
[\‘\J matriz de coeficientes que vamos a denominar M(a) ya que
depende del pardmetro “a” La matriz de los coeficientes la
o ¥ vamos a poder introducir de dos formas distintas:

La primera forma va a ser utilizando un comando de
. o Maxima. Para ello, sobre la linea de comandos de
Wxmaxima escribiriamos:

M(a):= matrix([a,1,1], [1,4,1], [1,1,a4])

Posteriormente pulsamos Enter. Asi obtendriamos la
matriz que contemplamos en la imagen 3.
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Imagen 1: el portal de Ematematicas e g epentug. =

E]EMPLO 1 s Irntrod ucir stz
El primer ejemplo que hemos seleccionado es la aplicacion del |
Teorema de Rouche-Frobenius para investigar sobre las solu- = (Tl
ciones de un sistema de ecuaciones dependiente de un para-

metro. En nuestro ejemplo, el sistema seleccionado es:
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az+y+x=a
Imagen 3: introduccién de una matriz en Wxmaxima




2. La segunda forma seria utilizando el entorno grafico de
Wxmaxima. Para ello escribimos sobre la linea de coman-
dos de Wxmaxima

M(a):=

Posteriormente pulsamos sobre la opcién “Introducir
matriz” del mend “Algebra” Si realizamos esta accién se
abre una ventanita en la que debemos indicarle a la aplica-
cién el niumero de filas y de columnas que tiene la matriz.
Esta ventanita la observamos en la imagen 3. Una vez
introducidos estos datos, pulsamos el botén “Aceptar” y
nos aparece una nueva ventanita como muestra la imagen
3, en la que observamos claramente las posiciones en las
que introducir los distintos elementos que componen
nuestra matriz. Cuando hayamos escrito todos los coefi-
cientes de la misma debemos pulsar “Aceptar” y ya habri-
amos introducido nuestra matriz.

Esta serd la salida (%01) de nuestra sesién en Wxmaxima.

Ahora debemos introducir la matriz ampliada de nuestro siste-
ma de ecuaciones. En este caso la vamos a denominar MB(a).
Para introducirla podemos hacerla de tres formas distintas:

1. Introducimos la matriz de los coeficientes utilizando direc-
tamente el comando de Maxima. En este caso seria

MB(a):= matrix( [1,-1,0,4], [1,0,a"2,2*a+1], [1,-1,a*(a-1),2*a])

2. Introducimos la matriz de los coeficientes utilizando
Wxmaxima tal y como hemos indicado en el punto segun-
do al introducir la matriz de los coeficientes.

3. Podemos aprovechar que ya hemos introducido la matriz
de los coeficientes, M(a), para introducir la matriz amplia-
da con un comando de Maxima que lo que hace es afadir
una columna mds a una matriz previamente introducida.
Este comando seria:

addcol(M(a), [1,a4,a"2])

Cualquiera que sea el método que utilicemos, obtendremos la
matriz ampliada MB(a). En nuestro caso la matriz obtenida
serd la salida (%02).

Ahora calculamos el determinante de la matriz de los coefi-
cientes, para ello podemos utilizar dos formas distintas.

1. La primera de ellas seria hacerlo utilizando directamente el
comando que calcula el determinante de una matriz. En
este caso, como la matriz seria M(a), el comando que utili-
zariamos seria

determinat(M(a))
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2. Otra forma serfa utilizar directamente el entorno grafico
Wxmaxima. Para ello volvemos a escribir la matriz de la
que deseamos calcular el determinante. En nuestro caso no
necesitamos escribir todos los coeficientes, basta con
escribir el nombre que le habfamos asignado anteriormen-
te, es decir M(a) y pulsamos “Enter”. Una vez que aparece
la matriz, pulsamos la opcién “determinante” del ment
“Algebra” de Wxmaxima.

En la imagen 4 podemos observar la pantalla que deberiamos
tener si lo hemos realizado utilizando el segundo método.
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Imagen 4: célculo del determinante con Wxmaxima

Utilicemos el método que utilicemos, obtendremos el deter-
minante de la matriz que es el que observamos en la imagen 4:

ala®-1)-2a+2
(a*-1)

Este determinante serd la salida (%03) si lo hacemos por el
método 1 y serd (%o04) si lo hacemos por el método 2, de la
sesién de Wxmaxima. Para continuar con nuestro desarrollo
vamos a suponer que lo hemos realizado con el método 2.

Ahora vamos a calcular los valores del pardimetro a que anu-
lan el determinante que hemos calculado. Para ello, puesto
que el determinante es la salida (%04), podemos hacerlo nue-
vamente por dos métodos, uno con el comando directo de
Maxima y otro utilizando Wxmaxima. A partir de aqui vamos
a utilizar solamente Wxmaxima siempre que sea posible.

Para calcular los valores del pardmetro a pulsamos en la
opcion “Resolver” del ment “Ecuaciones” Realizando esta
accion, aparece un pequeiia ventana en la que se nos pedird la
ecuacidn y la variable. En nuestro caso, la ecuacion es

%04=0
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y la variable es a. Si realizamos esta operacién nos dara como
resultado

l[a=-2, a=1]
Estas soluciones las observamos en la imagen 5. Con estas
acciones que hemos efectuado identificamos tres casos posi-

bles:

_Caso 1: Sia=-2

En este caso sabemos que el determinante de la matriz de los
coeficientes es cero. Debemos calcular el rango de la matriz
de los coeficientes y el rango de la matriz ampliada para estu-
diar este caso.

Lo primero que hacemos es calcular el rango de la matriz de
los coeficientes. En este caso debemos hacerlo utilizando un
comando de Maxima. Debemos tener en cuenta que el valor
del pardmetro a es ahora -2, para ello teclearemos en la linea
de comandos

rank(M(-2))

y obtendremos que el rango es 2 segtin observamos en la ima-
gen 5.

Ahora calculamos el rango de la matriz ampliada. Procede-
mos de la misma forma que con la matriz de los coeficientes,
escribiendo el comando de la siguiente forma

rank(MB(-2))
En la imagen 5 observamos que el rango de la matriz amplia-

da es 3, por lo que podemos deducir en este caso que el siste-
ma es incompatible.

Imagen 5: célculo del rango de una matriz

Qaso 2:Sia=1

Procedemos como en el caso anterior, calculando los rangos
de las matrices M(1) y MB(1). En este caso, el rango de ambas
matrices nos resulta que es 1 segin observamos en la imagen
6, por lo que el sistema, para a=1, es compatible indetermina-
do, debiendo calcular el valor de una de las variables en fun-
cién de las otras dos.

En nuestro caso planteamos un nuevo sistema a resolver en el
que asignamos a la variable x el valor “p’, a la variable y el valor
“q” y la tltima ecuacién seria cualquiera de las del sistema que
estamos resolviendo con a=1. En nuestro caso el sistema nos

quedaria de la forma

x=p
y=q
ztytx=1

Para resolverlo con Wxmaxima pulsamos sobre la opcioén
“Resolver sistema lineal” del ment “Ecuaciones” tal y como
observamos en la imagen 6. Al pulsar sobre esta opcion apa-
rece una pequefia ventana que observamos en la imagen 6, en
la que nos piden que indiquemos el nimero de ecuaciones
que tiene el sistema. En nuestro caso 3. Tras escribir este dato,
nos aparece otra nueva ventana, que también observamos en
la imagen 6, en la que nos solicitan que escribamos las ecua-
ciones y las variables separadas por comas.

Al pulsar sobre el botdn “Aceptar’, Wxmaxima resolvera el sis-
tema como podemos observar en la imagen 6.

En este caso la solucién del sistema es

[¥=p, y=q, z=—p—q+1]

Frededver sudam lined

[ T
¥ Rewolver slulem fineal

prpe— Tty Y] s

Imagen 6: resolucidén del sistema incompatible indeterminado




En este caso el determinante de la matriz de los coeficientes
no se anula y por lo tanto el rango de la matriz de los coefi-
cientes es 3, igual que el de la matriz ampliada, de lo que se
deduce que el sistema es compatible determinado y tiene una
unica solucidn.

Procedemos a calcular ahora esa tnica solucién que tiene el
sistema. Este célculo lo podemos hacer de varias formas. De
entre ellas nosotros indicamos dos:

1. La primera forma seria mediante la opcién “Resolver sis-
tema lineal” del mend “Ecuaciones” En este caso el proce-
dimiento a seguir seria el mismo que el utilizado en el caso
2 cuando el pardmetro a valia 1, pero utilizando las ecua-
ciones del sistema original que estamos estudiando.

2. La segunda forma seria siguiendo los siguientes pasos:

2.1. Introducimos la matriz 3x1 del término independien-
te del sistema. Esta matriz la introducimos, al igual que
hicimos con la matriz de los coeficientes y la ampliada,
pulsando sobre la opcién “Introducir Matriz” del ment
“Algebra”. Esto nos produce la salida (%016)

2.2. Volvemos a escribir en la linea de comandos M(a)
para que volvamos a tener en la pantalla la matriz de
los coeficientes. Esto nos produce la salida (%017)

2.3. Pulsamos ahora sobre la opcion “invertir matriz” del
mend “Algebra”. Al realizar esa accién, Wxmaxima cal-
cula la matriz inversa de la anterior M(a), es decir, de
la de coeficientes. Con esto obtenemos la salida (%018)

2.4. Calculamos ahora el producto de las dos matrices
anteriores en el orden correspondiente, es decir
(%018) multiplicada por (%016). En este caso, el pro-
ducto de matrices se realiza mediante un punto, colo-
cando un espacio antes y después del punto. En nues-
tro caso seria

%018 . %017

Esto nos produce la salida (%019) que no esta simplifi-
cada como observamos en la imagen 7.

2.5. Nos queda ahora simplificar la solucion anterior. Para
ello pulsamos sobre la opcién “Simplificar expresién”
del menu simplificar, obteniendo la salida (%020) que
observamos en la imagen 7.
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Imagen 7: resolucién del sistema compatible determinado

Realizando estos pasos hemos realizado el estudio completo
del sistema inicial que depende del pardmetro a, calculado en
cada uno de los posibles casos la solucién correspondiente.

EjEmMrLO 2

En este segundo ejemplo nos planteamos realizar un estudio
de una funcién que deseamos representar. Dominio, continui-
dad, corte con los ejes, maximos y minimos, crecimiento y
decrecimiento y representacion, son los puntos que nos plan-
teamos abordar de forma que contemplemos la utilizacién de
algunas partes de Wxmaxima.

En este caso la funcién que nos plateamos estudiar es la
siguiente
x> —18x% —81x +420

3
(%)=
4 2x% —6x—20

Vamos a realizar un estudio de la funcién anterior siguiendo
cada uno de los puntos anteriormente recogidos. Lo primero
que vamos a hacer es introducir la funcién en Wxmaxima
definiéndola como f{x), para ello escribimos en la linea de
comandos la siguiente expresion:

Slx):=(3*x"3-(18)*x"2-81*x+420)/(2*x"2-6%x-20)
Al pulsar “Enter” observaremos que en la pantalla aparece

nuestra funcién. Recordemos que para definirla debiamos
introducir “:=". Asi tenemos nuestra funcion en la salida (%o1).




SUMA 63
Febrero 2010

1.

Comenzamos con el dominio de la funcién. Puesto que es una
funcion racional en la que tanto el numerador como el deno-
minador son polinomios, el dominio de dicha funcién seran
todos los valores reales excepto aquellos que anulen el deno-
minador. Para ello escribimos el denominador en la linea de
comandos y pulsamos “Enter’; obteniendo el denominador
como la salida (%02).

Ahora, en el mend “Ecuaciones” seleccionamos la opcion
“Raices de un polinomio” como podemos observar en la
imagen 8. Como observamos en esa misma imagen, las
raices del polinomio son el -2 y el 5, por lo que podemos
deducir que el dominio de la funcién son todos los valores
reales excepto el =2 y en el 5.
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Imagen 8: valores que anulan el denominador

2. Ahora vamos a estudiar la continuidad de la funcién. Dada

la forma que tiene, podemos decir que la funcién es con-
tinua en todos los valores reales excepto en el -2 y enel 5,
valores en los que deberiamos estudiar el tipo de disconti-
nuidad que presenta.

2.1. Comenzamos con el valor x=—2. Sabemos que no exis-
te f{—2), por lo que vamos a estudiar los limites latera-
les. Lo primero que hacemos es volver a recuperar la
funcién. Para ello escribimos flx) en la linea de coman-
dos y pulsamos “Enter”. Asi nos aparece la salida (%04)
que es nuestra funcion.

Para calcular los limites laterales pulsamos ahora sobre
la opcién “Calcular limite” del ment “Andlisis” de
Wxmaxima, apareciéndonos un pequefia ventana
como la que observamos en la imagen 9. En ella selec-
cionamos la funcién de la que queremos calcular el
limite, el valor al que se va a acercar la variable e indi-
camos la variable. Para finalizar seleccionamos si dese-
amos calcular el limite superior, el inferior o ambos.

S5 0 ETAIEA L TR0 L
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En nuestro caso, tanto el limite superior como el infe-
rior en —2 nos indican “und” en este caso Infinito. Para
conocer mas del limite, hemos calculado el valor de la
funcién en -1,999999 y en -2,000001 tal y como
observamos en la imagen 9, por lo que podemos dedu-
cir que por la izquierda se aleja a infinito positivo y por
la derecha se aleja a infinito negativo, por tanto en x=
-2 hay un discontinuidad de salto infinito.

2.2. Continuamos con el valor x=5. Sabemos que no existe
f5), por lo que vamos a estudiar los limites laterales.
Nuestra funcién la seguimos teniendo en la salida (%04).

1 Limite
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Imagen 9: estudio de la continuidad

Para calcular los limites laterales pulsamos ahora sobre
la opcion “Calcular limite” del ment “Andlisis” de
Wxmaxima, apareciéndonos un pequefia ventana
como la que observamos en la imagen 9. En ella selec-
cionamos la funcién de la que queremos calcular el
limite, el valor al que se va a acercar la variable e indi-
camos la variable. Para finalizar seleccionamos si dese-
amos calcular el limite superior, el inferior o ambos.

En nuestro caso, tanto el limite superior como el infe-
rir en —2 nos indican “und” en este caso Infinito. Para
conocer mas del limite, hemos calculado el valor de la
funcién en 4,999999 y en 5,000001, pudiendo deducir
de forma analoga a como hicimos anteriormente que
por la izquierda se aleja a infinito positivo y por la
derecha se aleja a infinito negativo, por tanto en x=-2
hay un discontinuidad de salto infinito.



3. Calculamos ahora el corte con los ejes.

3.1.

Corte con el eje OX. Para ello debemos resolver la
ecuacién que resulta de igualar la funcién a cero. En
nuestro caso pulsamos sobre la opcién “Resolver” del
menu “Ecuaciones” de Wxmaxima. Con esta accién
nos aparece una pequefa ventana que observamos en
la imagen 10 en la que debemos indicar la ecuacién, en
nuestro caso

%04=0

y la variable que en nuestro caso es x. Al pulsa sobre el
botén “Aceptar” nos aparece que

[x=7x=4,0=-5]
tal y como observamos en la imagen 10, por lo que

deducimos que la funcién corta el eje OX en los pun-
tos (_510)1 (410) y (7y0)
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Imagen 10: cortes con los ejes

Corte con el eje OY. Para ello debemos calcular el
valor de la funcién para x=0. Solamente debemos
escribir en la linea de comandos

A0)

ya que lo primero que hicimos fue definir la funcién.
En nuestro caso nos proporciona la salida (%014) tal y
como observamos en la imagen 10 que nos indica que
la funcidn corta al eje OY en el punto (0,-21).

ximos y minimos. Para ello vamos a calcular primero la
ivada de nuestra funcién. En nuestro caso selecciona-

,

s la opcion “Derivar” del mentt “Analisis” y nos aparece
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una pequefa ventana como la que observamos en la ima-
gen 11. En esa ventana le indicamos que la expresion que
deseamos derivar es %04 y que la variable respecto a la que
deseamos derivarla es x. En el nimero de derivada selec-
cionamos la 1. Si pulsamos el botén “Aceptar” obtenemos
el resultado de la derivada que se observa en la imagen 11.
Si deseamos simplificarla pulsamos sobre la opcién
“Simplificar expresién” del mend “Simplificar” de
Wxmaxima.

Ahora vamos a calcular los valores que anulan esta deri-
vada. Procedemos como en pasos anteriores pulsando
sobre la opcién “Resolver” del ment “Ecuaciones”. En la
ventana que aparece le indicamos que la ecuacién que
deseamos resolver es

%015=0

la variable sigue siendo x. Para este ejemplo los valores en
los que se anula la derivada son valores complejos como
observamos en la imagen 11 (recordemos que %i indicaba
el complejo puro) por lo que podemos deducir que la fun-
cién no tiene maximos ni minimos.
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Imagen 11: cdlculo de extremos

5. Ahora estudiamos el crecimiento y decrecimiento de la
funcién. Para realizar este estudio calculamos la derivada
de flx). Escribimos en la linea de comandos

Pulsamos sobre la opcién “Derivar” del ment “Analisis” de
Wxmaxima. En la pequena ventana que aparece le indica-
mos que la expresiéon que deseamos derivar es %04, que la
variable es “x” y que la derivada que deseamos calcular es
la primera. De esta forma ya tenemos definida h(x) como

la derivada segunda de f{x).
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Imagen 12: estudio del crecimiento y del decrecimiento

Ahora vamos a calcular el signo de esa derivada antes del
valor -2, entre —2 y 5 y también después del valor 5. En la
imagen 12 podemos observar cémo hemos calculado

h(-

3), h(1) y h(7), obteniendo los signos +, + y + respecti-

vamente, por lo que podemos deducir que la funcién fix)
es creciente en todos los intervalos.

6. Para finalizar vamos a representar graficamente la fun-
cién. Con Wxmaxima es tan sencillo como pulsar sobre la
opcién “Graficos 2D” del ment “Gréficos” Nos aparece
una nueva ventana en la que debemos indicar varios datos:

Expresion que deseamos representar. En nuestro caso
%04

Intervalo en el que se va a mover la variable x. En nues-
tro caso [-20, 20]

Intervalo que deseamos contemplar del eje y. En nues-
tro caso [-30,30]

- S
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Imagen 13: representacion grafica

Graduaciones para las marcas de los ejes.
Formato. Nosotros vamos a elegir “Inline’, aunque la
mejor representacion se observa con gnuplot.

En la imagen 13 podemos observar la representacién que ha
realizado la aplicaciéon Wxmaxima de la funcién que estaba-
mos estudiando.

Con esto ya tendriamos completado el estudio inicial que nos
habiamos propuesto.

Con estos dos ejemplos concluimos el recorrido con el que
pretendiamos dar a conocer mds caracteristicas de la aplica-
cién Wxmaxima y del potencial que se oculta bajo Maxima.
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